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1 Vektoren in RY

In der Finanzmarkttheorie ist es hiufig zweckméBig eine Menge von (reellen) Zahlen z,,n =
1,..., N zu einem geordneten N-Tupel

I

TN

zusammenzufassen. Im Rahmen des 1. Kapitels der Vorlesung handelt es sich bei den Zahlen
Tn,n = 1,,..., N um das Portefeuillegewicht oder um den erwarteten Ertrag des n-ten Wert-
papiers. Geordnete N-Tupel dieser Form werden als Vektoren in IR bezeichnet. Die in der
Vorlesung behandelten Vektoren sind Spaltenvektoren, d.h. sie bestehen aus einer Spalte und
N Zeilen. Somit sind sie Vektoren der Ordnung N x 1. Eine weitere Art von Vektor sind sog.
Zeilenvektoren, die aus einer Zeile und N Spalten bestehen. Die Ordnung dieser Vektoren
betragt 1 x N. Indem ein Spaltenvektor x transponiert wird kann er in einen Zeilenvektor
umgeformt werden:
z1

X = :>XT:[331-‘-.7JN].

TN
Die Spalte wird in eine Zeile umgeformt, indem das erste Element der Spalte zu dem ersten
Element der Zeile, das zweite Element der Spalte zu dem zweiten Element der Zeile, usw. wird.
Um die Transponierung zu kennzeichnen wird der Vektor mit T versehen. Analog kann ein
Zeilenvektor in einen Spaltenvektor umgeformt bzw. transponiert werden.
Vektorrechnung

Wir definieren fiir Vektoren x € IRY,y € IR und den Skalar A € IR folgende Operationen:

(i) Vektoraddition:

T U1 1+

T2 Y2 T2 + Y2
X+y= . + ) = )

TN YN TN + YN
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(ii) Multiplikation mit einem Skalar:

X1 /\.’L‘1

X9 )\352
AX = \ ) =

TN AT N

Wichtige Vektoren

Oft verwendete Vektoren sind
e der Nullvektor,
e der Einsvektor

e und der Einheitsvektor.

Der Nullvektor der Ordnung N x 1 ist ein Spaltenvektor, dessen Elemente ausschlieflich gleich
null sind:

Der Einsvektor der Ordnung N X 1 ist ein Spaltenvektor, dessen Elemente ausschliefflich gleich
eins sind:

Der n-te Einheitsvektor der Ordnung N x 1 ist ein Spaltenvektor, dessen n-tes Element gleich
eins und alle anderen Elemente gleich null sind:

SO = O O
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Rechenregeln fiir Vektoren in RY

Fiir die Vektoren in IRY gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 1 Rechenregeln fiir Vektoren in IR :

Fiir beliebige Vektoren x,y,z € RN und Skalare \, pn € IR gilt:

. Assoziativgesetz fir die Addition: x + (y +2z) = (x+y) + z
. Kommutativgesetz: x+y =y + x

x+0=x

x+(—x)=0

. Distributivgesetze fir die skalare Multiplikation: (A4 p)x = AX+px bzw. A(x+y) = AxX+ Ay
. Assoziativgesetz fir die skalare Multiplikation: (Ap)x = A(ux)

S

Ix=x

2 Reelle Matrizen

Wie Sie bereits wissen, zielt die Mittelwert-Varianz-Analyse bei der Ermittlung des effizienten
Portefeuilles nicht nur auf die erwarteten Ertrige der Wertpapiere ab. Auch die Risikoeigen-
schaften eines Wertpapiers — diese werden durch seine Varianz und seine Kovarianz mit den
anderen Wertpapieren des Portefeuilles bestimmt — flielen in die Berechnung der optimalen
Portefeuillegewichte mit ein.

Fiir diese Analyse erweist es sich als zweckmiiflig, die RisikokenngroBlen der Wertpapiere ei-
nes Portefeuilles in einem geordneten Schema anzuordnen. Allgemein besteht dieses Schema
aus M Zeilen (Anzahl der Untersuchungseinheiten) und N Spalten (Anzahl der untersuchten
Merkmale).

Dies fiihrt zu folgender Definition:
Definition 1 Reelle Matrix:
Ein nach M Zeilen und N Spalten geordnetes Schema Avon M - N Elementen apm, € IR

ail Tt a1IN
A =

api '+ AOMN

heifit reelle Matriz der Ordnung M x N oder kurz M x N-Matriz. Kurzschreibweise:
A = (amn)

Die Zeilen von A kénnen dabei als Vektoren des RN (Zeilenvektoren) und die Spalten als
Vektoren des IR™ (Spaltenvektoren) angesehen werden.

Im Folgenden wird das Konzept der quadratischen Matrix eingefiihrt, das im Rahmen von
Kapitel 1 behandelt wird.
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Definition 2 Quadratische Matrix:

FEine Matriz A heiffit quadratisch, falls sie von der Ordnung N x N ist. Die Diagonale, die aus
den Elementen aii,...,ann besteht, heifit Hauptdiagonale.

Eine wichtige quadratische Matrix ist die sog. Einheitsmatrix I, deren Elemente auf der
Hauptdiagonale gleich eins und ober- bzw. unterhalb der Hauptdiagonale gleich null sind:

1 0 0
I:O 0
0 0 1

Die Einheitsmatrix ist ebenso wie die Varianz-Kovarianzmatrix V symmetrisch. Bevor wir
erkldren konnen, was unter der Symmetrie einer Matrix zu verstehen ist, mufl zunéchst das
Konzept der Transposition erdutert werden.

Definition 3 Transponierte Matrix:

Sei A eine M x N Matriz. Dann ist die transponierte Matriz AT definiert als diejenige Matriz,
die man durch das Vertauschen der Zeilen und Spalten von A erhdlt, d.h.

a1l agr -0 apm1
AT =
aiN Q2N -+ AaQMN

Sie ist also von der Ordnung N x M.

Anders ausgedriickt funktioniert die Transposition einer Matrix so:
o 1. Zeile wird zur 1. Spalte
o 2. Zeile wird zur 2. Spalte
e USW.

Beispiel 2.1:
Betrachten Sie die 3 x 4-Matrix

>

Il
Nl V)
w O =~
~ W
w N o

Die transponierte von A ist gegeben durch die 4 x 3-Matrix

AT =

S =N
N WO
W k= W ©o

Nun kénnen wir das Konzept der Symmetrie einer Matrix erldutern:
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Definition 4 Symmetrische Matrix:

FEine Matriz A heifit symmetrisch, wenn A = AT gilt.

Ubung 2.1:

Zeigen Sie, dass die Einheitsmatrix und die Matrix

o = W N
Ot N DN W
SO N =
S O Ot o

symmetrisch sind.

Eine wichtige symmetrische Matrix, die Sie im Vorlesungsskript vorfinden, ist V, die Varianz-
Kovarianzmatrix der Wertpapiere eines Portefeuilles

011 -+ O1IN
V:

ON1 *** ONN

In diesem Fall sind die Wertpapiere die Untersuchungseinheiten und somit entspricht ihre An-
zahl (N) den Zeilen der Matrix V. Dabei enthélt Zeile 1 die Merkmale von Wertpapier 1,
Zeile 2 die Merkmale von Wertpapier 2, usw. Das Merkmal eines Wertpapiers, dass fiir uns in
der Mittelwert-Varianz-Analyse von Interesse ist, ist die Kovarianz eines Wertpapiers mit allen
Wertpapieren, die in dem Portefeuille gehalten werden kénnen.

e Element o011 (1. Zeile, 1. Spalte) gibt somit die Kovarianz von Wertpapier 1 mit sich selbst
an. (Wie Sie aus der Vorlesung wissen, entspricht dies der Varianz von Wertpapier 1.)

e Element 093 (2. Zeile, 3. Spalte) entspricht der Kovarianz von Wertpapier 2 mit Wertpa-
pier 3. Aufgrund der Symmetrie von V sind die Elemente o93 und o3y identisch.

Im Folgenden werden #hnlich wie fiir die Vektoren des IRY die Addition zweier Matrizen und
die Multiplikation eines Skalars mit einer Matrix definiert.

Definition 5 Summe und skalare Multiplikation von Matrizen:

Die Summe A + B zweier M x N-Matrizen A = (amy) und B = (byy,) ist definiert als:
A + B = (amn + byn)-
Die Multiplikation von A mit einem Skalar \ € IR ist definiert als:

AA = (Aamn)-
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Ubung 2.2:

Betrachten Sie die Matrizen:

1 2 3 1 2
A=1]3 5 2 |undB= 3 1 0
1 2 2 -1 2 -4

Berechnen Sie:
e A+ B,
e B—A,
e 3A.

Weitere fundamentale Rechenregeln fiir Matrizen sind in dem folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 2 Rechenregeln fiir Matrizen:

Fiir beliebige M x N Matrizen A, B, C und beliebige Skalare r,k € RN gilt:

1. Assoziativgesetz fir die Addition: A+ (B+C)=(A+B)+C

2. Kommutativgesetzz: A+ B =B+ A

3. A+0=A, wobei 0 diejenige Matrix ist, deren sdimtliche Eintrige gleich null sind.
4. A+(-A)=0

5. Distributivgesetze fir die skalare Multiplikation: (k + r)A = kA + rA bzw. k(A + B) =
EA + kB

6. Assoziativgesetz fir die skalare Multiplikation: (kr)A = k(rA)
7. 1A =A

8§ 0A=0

9. (kA)T = kAT

10. (A +B)T = AT + BT

Bevor wir zu der Matrizen- und Vektorenmultiplikation iibergehen, werden zunéchst zwei wich-
tige Kennzahlen von Matrizen erklart: die Determinante und der Rang.

Die Determinante einer Matrix:

Die Determinante einer Matrix ist ein Skalar, der aus allen Elementen einer Matrix berechnet
wird. Sie existiert nur fiir quadratische Matrizen und wird mit |A| bzw. det(A) bezeichnet.

Zuerst berechnen wir die Determinante der 2 x 2 Matrix
A | @1 02|
az1  G22
Die Determinante von A ist durch folgende Beziehung gegeben:

|A| = aj1a2 — ajzaz;.
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Die Determinante einer 3 x 3 Matrix

bi1 b2 bi3
B=| b by b3 |,
b31 b3z b33

148t sich folgendermafen (nach der Regel von Sarrus) berechnen:
B[ = b11b22b33 + b12basba1 + bi3b21bsa — bs1bazbiz — ba2basbi1 — bssbaibia.

Allgemein gilt: |A| = |AT].

Das Konzept des Rangs einer Matrix bedarf noch der Definition des Begriffs der linearen
(Un)Abhéngigkeit.
Lineare Abhingigkeit:

Zwei Vektoren x; und x3 sind linear abhingig wenn ein Vektor das skalare Vielfache des
anderen ist. D.h. es existiert ein Skalar A, so dass:

X1 = )\Xg.

Analog sind zwei Vektoren linear unabhiingig, wenn kein \ existiert, fiir das
X1 = AXg,
gilt. Generell gilt: Die n Vektoren x1, ..., x,, sind linear unabhéngig, wenn
AX1+ AoXo + ...+ Anx, =0

nur dann gilt, wenn

Fiir den Fall, dass A1x1 + Aoxo + ... + A\ X, = 0 gilt und einige der \;’s ungleich null sind, dann
kann ein Vektor als Linearkombination der anderen n — 1 Vektoren dargestellt werden.

Der Rang einer Matrix:

Sei A eine M x N-Matrix. Die Anzahl der linear unabhingigen Spalten von A wird als der
Spaltenrang von A bezeichnet. Analog wird die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen von A
als der Zeilenrang von A bezeichnet. Da der Zeilen- und der Spaltenrang einer Matrix identisch
sind, wird vereinfachend vom Rang der Matrix A gesprochen. Dieser wird notationell mit rg(A)
bezeichnet.

Dabei gelten die folgenden Regeln:
e Wenn A eine Matrix der Ordnung M X N ist, dann gilt: rg(A) < min(M, N);
o 1g(A) =1g(A");

e Wenn A eine Matrix der Ordnung N x N ist und det A = 0 ist, dann gilt: rg(A) < N.
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3 Matrix- und Vektormultiplikation

Definition 6 Matrixmultiplikation:

Das Produkt der M x N-Matriz A = (ampn) mit der N x P-Matriz B = (b,;,), C = AB, ist die

M x P-Matrix
N

C = (cmp) mit cpmp= Z Ak Dkp-
k=1

Die Multiplikation lduft nach dem Schema Zeile mal Spalte ab. D.h.: Element ¢;1 ergibt sich aus
dem Produkt der ersten Zeile von A und der ersten Spalte von B. Das Produkt der ersten Zeile
von A und der ersten Spalte von B wiederum ergibt sich indem die einzelnen Elemente der Zeile
bzw. Spalte miteinander multipliziert, d.h.: a11b11,...,a15bN1, und die Produkte anschlieSend
summiert werden. Diese Vorgehensweise wird in Beispiel 3.1 detailliert dargestellt.

Beispiel 3.1:

Betrachten Sie die Matrizen:

3 2
A= 0 1 undB:[il3 i}
-1 4
3 2 1 9 3:-1+2-3 3:2+2-4 9 14
C=AB= 0 1 [3 41: 0-14+1-3 0-241-4 = 3 4
-1 4 —-1-14+4-3 —-1-2+4-4 11 14

Neben der Durchfithrung der Multiplikation (Faustregel: 1. Zeile mal 1. Spalte usw.) ist die
Ordnung der miteinander multiplizierten Matrizen ausschlaggebend

e dafiir, ob die Multiplikation iiberhaupt zuléssig ist;

e fiir die Ordnung der entstehenden Matrix.

Beispiel 3.2:

Betrachten Sie folgende Beispiele:

(i) AB, wobei A und B Matrizen der Ordnung 3 x 3 sind,

(ii) CD, wobei Matrix C eine Matrix der Ordnung 3 x 3 und D eine Matrix der Ordnung 5 x 3

1st.
(iii) Cx, wobei C eine Matrix der Ordnung 3 x 3 und x ein Vektor der Ordnung 3 x 1 ist.
Damit die Multiplikation zweier Matrizen {iberhaupt zuléssig ist, mufl die Zahl der Spalten der

linken Matrix gleich der Zahl der Zeilen der rechten Matrix sein. Wie sieht das in den oben
angefiihrten Beispielen aus?

e Fall (i): Das Produkt ist definiert, da die Anzahl der Spalten von A (3) gleich der Anzahl
der Zeilen von B (3) ist.

e Fall (ii): Das Produkt ist nicht definiert, da die Anzahl der Spalten von C (3) nicht gleich
der Anzahl der Zeilen von D (5) ist. Das Produkt CD” hingegen wiire definiert.
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e Fall (iii): Das Produkt ist definiert, da die Anzahl der Spalten von C (3) gleich der Anzahl
der Zeilen des Spaltenvektors x (3) ist. Die Regeln der Matrizenmultiplikation gelten
unumschrankt fiir die Multiplikation von Vektoren bzw. von Matrizen und Vektoren.

Gegeben, dass das Produkt zweier Matrizen (Vektoren) definiert ist, ergibt sich die Ordnung
der resultierenden Matrix aus den Zeilen der linken Matrix und den Spalten der rechten Matrix.
Betrachten Sie wieder die oben angefiihrten Beispiele.

e Fall (i): Es entsteht eine 3 x 3 Matrix, da die Anzahl der Zeilen von A und die Anzahl
der Spalten von B gleich drei ist.

e Fall (ii): Betrachten Sie das Produkt CD”. Die entstehende Matrix ist von der Ordnung
3 x 5.

e Fall (iii): Es entsteht eine 3 x 1 Matrix bzw. ein Spaltenvektor.
Die aus Beispiel 3.2 gewonnenen Erkenntnisse werden in dem folgenden Satz zusammengefaft:

Satz 3 Die Multiplikation zweier Matrizen ist nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten
der ersten Matriz mit der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix tbereinstimmt. Wenn die
Matrizen A und B von der Ordnung M X N und N x P sind, dann ist das Matrixprodukt AB
definiert und von der Ordnung M x P.

Wie im Kontext von Beispiel 3.2 bereits erwdhnt wurde, lassen sich die Regeln der Matrizen-
multiplikation ohne weiteres auf die Multiplikation von Vektoren iibertragen.

Definition 7 Inneres Produkt:

Das Innere Produkt oder Skalarprodukt der Vektoren x,y, wobei x undy Vektoren der Ordnung
N x 1 sind, ist definiert als:

N
x'y = z1y1 + zoy2 + .. + TNYN = szyz
i=1

4 Matrixinversion

Bislang wurde noch keine Operation eingefiihrt, die man als Matrizendivision bezeichnen kénn-
te. Betrachten Sie die Division zweier Skalare: § = ab—'. Des Weiteren gilt: aa™! = a7ta =1,
fiir a # 0. Matrizendivision als solches ist nicht definiert, aber wir sprechen von der Inverse

einer N x N-Matrix A, die mit A~! bezeichnet wird, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt:

AA'=ATA=1

Die Inverse ist nur fiir quadratische Matrizen definiert. Die Inverse einer quadratischen Matrix
existiert, wenn det(A) # 0 ist.
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4.1 Inversion von 2 x 2-Matrizen

a b
ae[2]
Die Inverse von A ist durch folgende Beziehung gegeben:

R !

Betrachten Sie die 2 x 2-Matrix

ad—cb| —c a

In Worten ausgedriickt erhédlt man die Inverse einer 2 x 2-Matrix, indem
1. die Matrix durch ihre Determinante geteilt wird,
2. die Elemente auf der Hauptdiagonale vertauscht werden

3. und das Vorzeichen der Elemente auf der Nebendiagonalen umgekehrt wird.

4.2 Inversion von 3 x 3-Matrizen

Im Rahmen der Vorlesung Theorie der Finanzméirkte setzen Sie sich im Wesentlichen mit
der Inversion von 3 x 3-Matrizen auseinander. Ei n in diesem Rahmen héufig angewendeter
Losungsansatz ist die Inversen-Bestimmung mit vollstéindiger Elimination.

Gegeben sei eine quadratische Matrix A, zu der die Inverse A~! existiert. Die Inverse kann
folgendermaflen bestimmt werden:

(1) Erweiterung der Matrix A um eine Einheitsmatrix geeigneter Ordnung zu (A|I).

(2) Transformation der erweiterten Matrix (A|I) durch Anwendung von Zeilenoperationen
derart, dass anstelle von A die Einheitsmatrix steht. Im rechten Teil der erweiterten
Matrix steht dann die Inverse: (I|A~1).

Die Transformation der erweiterten Matrix kann systematisch dadurch erfolgen, dass man sich
in den Spalten des linken Teils nacheinander geeignete Einheitsvektoren erzeugt, und zwar
zuerst die 1 an der entsprechenden Stelle und danach die Nullen. Das folgende Beispiel zeigt
die Einzelheiten des Vorgehens.

Beispiel 4.2.1:
Gegeben sei die Matrix

(1) Erweiterung der Matriz um die Einheitsmatrixz gleicher Ordnung:

316 | 100
AD=|2 2 4 |
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(2) Transformation der erweiterten Matrix:
Iteration 1:

Indem die erste Zeile mit dem Skalar % multipliziert wird:
1 1
(1523 00]

wird ein Einheitsvektor mit dem Element a7 = 1 erzeugt.

Addition des (—2)-fachen dieser neuen ersten Zeile mit der 2. Zeile und des (—9)-fachen mit
der dritten Zeile ergibt die folgende erweiterte Matrix:

1%2\%00

— 2

AD)=|0 3 0| =2 10
002 1] =301

Iteration 2:

Indem die zweite Zeile mit dem Skalar % multipliziert wird:

(01 0] -5 3o,

wird ein Einheitsvektor mit dem Element ass = 1 erzeugt.

Addition des (—%)—fachen dieser neuen zweiten Zeile mit der 1. Zeile ergibt die folgende erwei-
terte Matrix:

102 | 5 -3 0
AD)={0 10| —3 2 0
00 2 | — 0 1
Iteration 3:
Indem die dritte Zeile mit dem Skalar % multipliziert wird:
(00 1| =30 3],
wird ein Einheitsvektor mit dem Element asz3 = 1 erzeugt. Indem die erste Zeile mit dem

—2-fachen dieser neuen dritten Zeile addiert wird ergibt sich schlieflich die folgende erweiterte
Matrix:

R
| —
‘ _

Jetzt steht in der linken Hélfte der erweiterten Matrix eine Einheitsmatrix. Der rechte Teil der
erweiterten Matrix stellt die Inverse A~! dar, mit

1
(AlD) = | 0
0

O = O
_ o O

[SIEN
O W
= O

7 1
Act 2 1 1

DO LoD —
O W
= O

Das Beispiel zeigt, dass man nicht mehr Iterationen braucht als die Matrix Zeilen bzw. Spalten
hat. Ob man die Inverse richtig berechnet hat, kann man dadurch iiberpriifen, dass man die
urspriingliche Matrix und die Inverse miteinander multipliziert. Das Ergebnis muss dann die
Einheitsmatrix sein.
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Beispiel 4.2.1 (Fortsetzung):

31 6 A 100
2 2 4 -2 3 0 |=]/010
932 ||-3 0 3 001

Das beschriebene Verfahren zur Matrizeninversion durch Anwendung von Zeilenoperation ist
so aufgebaut, dass die Umformung der Matrix spaltenweise geschieht. In der linken Hélfte der
erweiterten Matrix werden die Spalten nacheinander zu Einheitsvektoren umgeformt. Dabei er-
zeugt man immer zuerst die Eins und anschlieend die Nullen. Dieses systematische Vorgehen
ist nicht zwingend. Bei der Erzeugung der Einheitsmatrix in der linken Halfte der erweiterten
Matrix kann man grundsétzlich die Elemente in beliebiger Reihenfolge entsprechend umwan-
deln. Dieses unsystematische Vorgehen kann mitunter schneller zum Ziel, aber auch zu Fehlern
fithren. Sie sollten von dem systematischen Vorgehen nur abweichen, wenn Sie eine gewisse
Ubung und Sicherheit im Vorgehen der Zeilenoperationen besitzen.

4.3 Matrizenmultiplikation: weitere Rechenregeln

Nachdem das Konzept der Matrizeninversion in den vorhergehenden Abschnitten eingefiihrt
worden ist, werden in dem folgenden Satz weitere hdufig verwendete Regeln der Matrizenmul-
tiplikation zusammengefaflt.

Satz 4 Rechenregeln fiir Matrizen:

Fiir die Matrizen A, B und C geeigneter Ordnung gilt:
1. (AB)C =A(BC)
2. AB+C)=AB+ AC
3. (ABC)T = CcTBTAT
4 (AT) T = (AT
5. [ANA| = AN|A|, wobei N der Anzahl der Zeilen der Matriz A entspricht.
6. |AB| = |A||B|

7. AATund AT A sind symmetrisch.

5 Definitheit und Differentiation
5.1 Definitheit

Betrachten Sie eine N x N-Matrix A und beliebige N x 1-Vektoren x.

Definition 8 Definitheit:
Die Matriz A ist

e positiv definit, wenn xT Ax > 0 fiir x # 0;
e positiv semi-definit, wenn xT Ax > 0 fiir x # 0;

e negativ definit, wenn xT Ax < 0 fiir x # 0;
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o negativ semi-definit, wenn xT Ax < 0 fiir x # 0;
e indefinit, wenn keine der vorhergehenden Bedingungen erfillt ist.

Bevor gezeigt wird, wie man die Definitheit einer Matrix iiberpriifen kann, wird das Konzept
des Minors eingefiihrt.

Definition 9 Minoren:

Sei A eine quadratische N X N Matriz und sei A,, die Teilmatriz von A, die man durch
Streichen der n-ten Zeile und der n-ten Spalte erhdilt. Die Determinante von A, heifst Minor
des Elements any, von A.

Satz 5 Definitheit und Hauptminoren:
Fir die Matriz

aix a2 -+ Q1N

az; a2 AN
A= ,

aN1 anN2 -°° AaNN

gelten die folgenden Regeln:
1. Wenn |An,| > 0 fir allen =1,...,N, dann ist A positiv definit.
2. Wenn |An,| >0 fir allen =1,..., N, dann ist A positiv semi-definit.

3. Wenn (—1)"|Ap,n| > 0 fir alle n = 1,...,N, dann ist A negativ definit. In Worten
ausgedriickt ist diese Bedingung erfiillt, wenn die Hauptminoren der Matriz ihr Vorzeichen
wechseln, wobei das Vorzeichen des ersten Hauptminors negativ sein mujs.

4. Wenn (=1)"|Apn| > 0 fir allen =1, ..., N, dann ist A negativ semi-definit.

Aus Bedingung 1 folgt fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix V, dass diese positiv definit ist, wenn
sie vollen Rang besitzt. Dies ist der Fall, wenn die Risikokenngréfien aller Wertpapiere eines
Portefeuilles linear unabhéngig sind.

5.2 Einige Differentiationsregeln

Zuletzt erfolgt eine Auflistung der in der Vorlesung verwendeten Differentiationsregeln. Betrach-
ten Sie den N x 1-Vektor a und die N x N-Matrix A. Dann gilt fiir beliebige N x 1-Vektoren
X:
da’"x dxTa
dx  dx a
dxT Ax
dx

= 2Ax




